
1

���������	� 
����


	������������������� ��� �
� �����������	� 
���� �

� �����	�	��� � � �"! 
��#�%$ �����%� ����
����
� � 
��%$ �����%� ���&
	���

� �����'� �&��� ����� ����
����)(*�
� � + ��+	��������� ������� � ���,��-���� ����
��.� �	��$ ���"/

BAf →:

)],[[ fyxByyAxx >∈<∧∈∃→∈∀

0�1��"��2 �&��1��"��3


	�����#������1���� ����
��.45
����%�
�76 ������! ����8 9 �	! -�8 ����� � -%8 :7�	�"� �78 ����! ; �%$ -	<

	��� �,������1���� ����
��.���%�
�76 = 1%� $ 8	������-�8">�����8�?@� ��A�8 = �"�"!�� ��A�8 ?5������
�����<
��B���C D��,E � + ��+	�����	�	�.��� 
F��G
� �	E ��G)B�� �.���	!�!"� ����� 
�H'���%$ � ; ��! �&1��	�"�������

��I 6 E ��� �%! ����8 = �"��!"� �	A	G 8 E �	��; ��!"$ -%8 = 1%� $ G 8E :7�	�	� �%8 ?@� �	A	G 8�E 9 �	! -�8 >����"G 8 E ����� � -�8 ��� ��-�G <

J�(��	�&��$ � 
��.�����������	� 
�� J�(��	�&��$ � 
��.�����������	� 
��

� �����%! ���
� 9 ��! -
� ����� � -
� :7�	�	� �
� ����; ��!"$ -

� = 1%� $
� ������-
� >����
� ?@� ��A
� = �"�"!"� �	A
� ?5������
����

?5
������ � K 
���
������ �

��; ��$ �"�F� �&��1�� ��
������ �.���	�	��� 
�
��	$ -�
�� � ; ��$ �"�F� �.��
���
������ �

	��1���! 4L� � �,� ��� ��� 
	�&�����������"� 
��

��E ������! ����G5I = �"�"!�� ��A
�5= �"�"!�� ��A�� ����1��F� ���"�	��
���������! ���
� ������! ����� ����1�����! �%� ���"�	��
�� = �"�"!�� ��A

BAf →:

� �M� ����1�����
������ �
� �F� �&��
���
	����� �
� �	E (7G5I&-

� -�� ��� ���"�"� 
��&(
� (�� �&��! �%� ���"�	��
��&-

�*N 1���! ������-���� ��
�! ����1�����
�� ���	! �%� ���"�	��
��&-
� ����!�!�� �"�	��3�0M� ����
��"3��������&4L� ��1������ -�4@� ; ����3�O�� ���7� � ��3

�*N 1���! �F� ��
��	$ -�
�� �F� ���"�	��
��&(
� 
	��1���! 4L� � �,� 
"�&�����������"� 
��

�*N 1���! ������-���� ���&�%$ �����%� ��� ����1�����
	��
������ �&4L� ��1F� 
 �	! �%� ���"�	�
� ?5������
�� ����� � 2 �.����! !"� ���

�*P ��� �	��
������ ����1���� ����
��&��$ $�� ���"�	���&
����
� ��1���� ����
��.��$ $�! ��� ��$ ���
� �	E �LG5I 6 = �"��!"� ��A�8 >�����8 = 1%� $ 8 �L����-%8 ?@� �	A�<

� ��1��F� ���"�	��
����



2

N 1��F� ���"�	� 
��&��� ����:

}|)({)( SxxfSf ∈=

��E 6 ������! ����8 9 �	! -�8 ����; ��!"$ -	< G I 6 >�����8 = �"�"!"� �	A�8 = 1%� $ <

��� 
	��1���!.���������	� 
��

),...}16,4(),9,3(),4,2(),1,1(),0,0{(

)(

:
2

=
=

→

f

xxf

NNf

0

10

20

30

40

50

60

0 2 4 6 8

x

x 
sq

ua
re

d

x squared

�����������	� 
��.1��	�&�.��! �	�	1�/

0��������&�"������� �,����$ �	� ��$ - ���������	� 
����

� � ��� ��� �	� ��
 ��
 ����� � 
	
 ��
�� ����
���������� � ����� ��� ����������� � �

�@���7� � ������������$ �	� ��$ -�� � � ���������"� 
����

)()())(( 2121 xfxfxff +=+

)()())(( 2121 xfxfxff ×=

2
1 )( xxf = xxf 2)(2 =

xxxff 2))(( 2
21 +=+

3
21 2))(( xxff =

N -��"���&
��.���������	� 
����
� � � � �����	� 
��
� � �"!"� ���	$ -,� ���"! ���	�	� � ���"�����	! ���	�	� � �
� � ��! � �����	� 
��
� �%� � �����	� 
��

>%� � �����	� 
���E ��A��.
�� ��C � 
�C 
�� �78�� C � G

]))()([( yxyfxfyx =→=∀∀

))]()(()[( yfxfyxyx ≠→≠∀∀
They say the same thing 
(note contrapositive!)

�
�
�
�

(

-

�

4
� � � �����	� 
��

�
�
�
�

(

-

�

� 
	�&����� � � �����	� 
��

>��.����� � � �����"� 
�����1��%�.�	! �%� ���"�	������! �����	� �"�"�



3

>%� � �����	� 
���E ��A��.
�� ��C � 
�C 
�� �78�� C � G

]))()([( yxyfxfyx =→=∀∀

))]()(()[( yfxfyxyx ≠→≠∀∀

�
�
�
�

(
-
�
4

� � � �����	� 
��

>����	B �
→
�F� � � �����	� ; ��E � C � G7��1��%�


�

≤
�



:7�"!"� ���	$ -�� ���	! ���	�	� � ���������	! ���	�"� � �

� � �"!"� ���	$ -,� ���"! ���	�	� � �
� � �.( <

-���1��%�&�	E (7G
<
�	E -�G

� � �"!"� ���	$ - �����"! ���	�	� � �
� � �.(,D5-���1��%�.�	E (7G5D*�	E -�G

��
	� �%B����	� ����1���! ��� 
�! ����� � C �LE >�+ ��+	�	E (7G5I.�	E -�G
↔
(%I�-�G

��� N 
���:7��! � �����	� ; �

��B �
→
�F� ��
�� � 
��"� ��! � �����"� ; �F� �"�.��
�!L��; ��! -��%$ �����%� ���

∈
� ��1���! �F� �

���&�%$ �����%� �&�
∈
��� �	�"1 ��1��"�.�	E ��G5I��

])([ yxfAxBy =∈∃∈∀
J��	�"1�; ��$ �"�F� �&��1�� ��
���
������ �&1��	�&����! ��� ���"�	�

�
�
�
�

(
-
�
4

� ��! � �����	� 
��
�

�
�
�
�

(
-
�
4

��
	�&��� ��! � �����"� 
��
�

��� N 
���:7��! � �����	� ; �

����� ��� �
	��
� 	�������� �����
� � � ���

��B �
→
� 4)1���! �

��I 6 ��8 �%8 ��8 ��<��I 6 � 8 �%8 ��<��I 6 E ��8 ��G 8 E �78 ��G 8 E ��8 � G 8 E �78 ��G <

J��	�"1�; ��$ �"�F� �&��1�� ��
���
������ �&1��	�&����! ��� ���"�	�

�� �
�

(
-
�4

� ��! � �����	� 
��
�

�� ��
(
-
�4

��
	�&��� ��! � �����"� 
��
�

�%� � �����	� 
���E � C �@��
�!�! �����"
������%������G

� � �&���%� � �����	� 
���� �"��� ��� ����
	��1 � C �)����� 
�� � 


� �	E ��G5I��	E ��G ↔
��I�� E � C � G

� ���	�"1 �%$ �����%� ��
���� 
���
������ �.1��	�&����! �%� ���"�	� E 
�� � 
�G

])([))()(( bafAaBbabyxyfxfyx =→∈∧∈∃∀∧=→=∀∀
�
�
�
�

(
-
�
4

�%� � �����	� 
��

BAf →:

BA =

�������! �" #

$ % & % '�( ) * +-,�.�( /�)�' /�) +-& . /-& /�) +
$10�2  �314 0�2 5 3 ↔

 64 5
$1,�/�7-/ �! ( )6( 8  .69 +  8 .  869  �" : +  8;7-/ �! ( )

$�/�) . /�'�8 ��" * +-,�.�( /�)
$�+-< + " # +
9 + � +�) .�/�0=,�/�7�/ �! ( )�>  8  6?�" +
( �! �: +

$@5
( * +-,�.�( /-)
$A% & %  )�7B/�) . /
$17-/ �! ( )  )�7B,�/�7�/ �! ( )�8  �� +C8�( D�+



4

� / " .�>�+B,�9  8�8
� ( < +
)�.�>�+C0�/�9 9 /�� ( ) : 0 � )�,�.�( /�)�8�8 .  . + ( 0;.�>�+ #6 �" + ( ) * +-,�.�( /-)�8=2 % & % 3 �
8 ��" * +-,�.�( /�) 8 � / " 5
( * +-,�.�( /�)�8��

2)(      where: xxfZZf =→

 integerseven  ofset   theis E      where
    2)(     whereE: xxfZg =→

   2 x)(     whereZ: ÷=→ xfZh

pperson  of code postal  )(2       where
 C:2

=
→

ppcp
Ppcp

� )�< + " 8 +C/�0  0 � )�,�.�( /�)

1−f

� )�< + " .  5
9 +B0 � )�,�.�( /-)�8

baf
BAf

=
→

)(
:

abf
ABf

=
→

−

−

)(
:

1

1

abfbaf =∧= − )()( 1

aaff =∴ − ))((1

� / " ( )�< + " 8 +6. /6+	�1( 8 .�0 � )�,�.�( /-) �!� 8 .=5�+  5
( * +-, .�( /�)


 / ��? /�8�( .�( /-)

gf �

� >�+B,�/ ��? /�8�( .�( /�)!/�0
��� ( .�>��


 / ��? /�8�( .�( /-)

� 0 :�� � → �  )�7B0 � � →

 .�>�+
)=2 0�� :-3 2 � 314 0�2 : 2 � 3 3


  )!/�)�9 # , / ��? /�8 +C0 � )�,�.�( /-)�8;0  )�7 : ( 0;.�>�+ "  ) : +C/�0 : ( 8  8 � 5-8 +�.
/�0;.�>�+ "  ) : +6/�0;0


 / ��? /�8�( .�( /-)��  )�+��  ���? 9 +

� +�. : 5�+6.�>�+B0 � )�,�.�( /�)�0 " / � 8 . � 7-+
) .6) ��� 5�+ " ) ��� 5�+ " 8�. /C8 . � 7-+�) .� +�.;065�+6.�>�+B0 � )�,�.�( /�)�0 " / � 8 . � 7-+�) .�8�. / ? /�8 .  9�,�/�7-+-8

2 0�� :-3 2  �3�4 0�2 : 2  �3 3
7-+
9 ( < + " 8!.�>�+ ? /�8 .  9�,�/�7-+B,�/ "�" +�8 ? /�)�7�( ) : . /  8 . � 7-+
) .6) ��� 5�+ "

� /�. + �� ( 8�8 +�.�/�0=8 . � 7-+�) .6) ��� 5�+ " 86) ��� 5�+ " 8
� ( 8;8 +�.�/�0=8 . � 7-+
) .�8
 ( 8�8 +�.!/�0 ? /�8 .  9�,�/�7-+-8



5


 / ��? /�8�( .�( /-)��  )�/�.�>�+ " +��  ���? 9 +

32)( += xxf 2)( xxg =

32
)(
))(())((

2

2

+=
=
=

x
xf

xgfxgf �

9124
)32(

))(())((

2 ++=
+=

=

xx
xg

xfgxfg �

����������	�
�� 
����

��� � → ��� ��	�� 	 ����� 
�� ��� 
���
�� � � �!� " 
�� ��# � " ��� 
�# � " 
�� 
�# �
$ � � → % � ��	�� 	 % ��� & � '�� (���
���� $ �)� " 
�� (�# � " ��� '�# � " 
�� & # �

��* + 	�
���,!-.��� * � * ����� $ � � 
���� � � $

& /

0 � � * ,!-.��� � 
�� � $�1 ��
�� * �����

 
 xxceiling

xxfloor

=
=
)(

)(

[floor(x:float) : integer -> integer!(x)]
//
// The largest integer that is less than or equal to x
// (a) If x >= 0 this amounts to truncation beyond the decimal point
// (b) If x < 0 (negative) 
//     then if there is anything after the decimal then
//     truncate and then subtract 1 (i.e. -0.001 becomes -1)
// 

��� �����
 xxfloor =)(

[ceiling(x:float) : integer 
-> if (float!(floor(x)) < x) 

floor(x) + 1
else 
floor(x)]

//
// The smallest integer that is greater than x
// eg. ceiling(3.1) = 4, ceiling(-3.1) = -3
//

2 	 * � * � �
 xxceiling =)(

34	��!
�5�	�
���
�
.��	

xxf

ENf

N

E

2)(

:

},3,2,1,0{

},8,6,4,2,0{

=
→

=
=

�

�

6 ���.	 + 	�� 78	�� 	�,9	�� � * �9����	 ����,9
 * �!,9
�-��!� �8��� 	8	�� 	�,9	�� � * �!����	�
 ������,9
 * �: + 	�� 78	�� 	�,9	�� � * �)
�������,9
 * �!��
�� 1 � * ; 1 	�-�� 	�< * ,9
 � 	0 ��	 $�1 ��
�� * ��� * �=� * > 	�
�� * + 	0 ��	�� 	 $ ��� 	 
�
�� � * � 
�� * � 7=� $=? * �!� 
�,9	 
��!
�
�� � * � 
�� * � 78� $ :@A��
.��B



6

fin


